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УДК 519.97

А.А. Гуляев, С.В. Лутманов(
г. Пермь

Позиционное равновесие по Нэшу 
в линейной дифференциальной игре 
нескольких лиц
Приводится один алгоритм построения равновесного по Нэшу набора позиционных стратегий в линейной дифференциальной игре нескольких лиц. Особенности реализации указанного алгоритма иллюстрируется на модельном примере.
1. Постановка линейной дифференциальной игры 
 нескольких лиц
В игре участвуют 
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 игроков. Они управляют точкой в пространстве 
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, движение которой описывается обыкновенным векторным линейным дифференциальным уравнением
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Здесь 
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, соответственно, непрерывно зависящие от времени 
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, называемое целевым множеством 
[image: image16.wmf]i

-

го игрока. В исходный момент времени 
[image: image17.wmf]0

t

 управляемая точка находится в положении 
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. Платой игрока служит расстояние от проекции фазового вектора в конечный момент времени на первые 
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 координат до своего целевого множества. Цель игрока состоит в минимизации своей платы. 

Стратегию игрока отождествим с правилом, в соответствии с которым он в каждый момент времени назначает вектор управляющих параметров. Стратегию игрока будем обозначать символом 
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, определенную на прямом произведении множеств, каждое из которых состоит из всех возможных стратегий соответствующего игрока. Набор стратегий 
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 всех игроков считается рациональным, если он удовлетворяет условию равновесия по Нэшу, т.е. если для всех 
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2. Программное равновесие

Определение 1. Программной стратегией 
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го игрока на промежутке времени 
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Определение 2. Программную стратегию 
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го игрока будем называть допустимой, если после подстановки функции (2) в дифференциальное уравнение
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оно удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности решения. 

Набор 
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 допустимых стратегий всех игроков назовем ситуацией. Очевидно, что каждой ситуации соответствует одно и только одно движение точки, выходящее из положения 
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 и удовлетворяющее дифференциальному уравнению (1). Обозначим его символом 


[image: image40.wmf](

)

001

(,,,,,)

прогпрог

k

xxtxUU

×=×

L

.
Плата игрока записывается в виде
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где символ 
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 координат.
В работе [2] для начальной позиции, в которой
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 – фундаментальная матрица Коши для однородного дифференциального уравнения 
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. При этом равновесные стратегии игроков определялись соотношением 
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3. Позиционные стратегии
Программный способ управления динамическим объектом имеет ряд недостатков. Например, он неустойчив по отношению к различным неточностям модели, ошибкам в отслеживании текущего времени, невозможности точно удовлетворить начальным условиям и др. Указанные недостатки преодолеваются при позиционном способе управления. 
Определение 3. Позиционной стратегией игрока 
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Определение 4. Ломаной Эйлера 
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, назовем всякую абсолютно непрерывную функцию 
[image: image66.wmf](

)

×

D

x

, удовлетворяющую дифференциальному уравнению


[image: image67.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

iijj

jKi

xtAtxBtutBtut

*

DD

Î

=++

å

&

,


[image: image68.wmf](

)

(

)

(

)

00

0

,lim,

s

s

t

xtxxxt

t

t

DDD

®-

==
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Здесь
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 – реализация вектора управляющих параметров 
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Определение 5. Движением, выходящим из позиции 
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Совокупность всех движений, выходящих из позиции 
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 и называть пучком конструктивных движений.

Пусть 
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 выбрал некоторую позиционную стратегию.

Определение 6. Множество
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назовем пучком конструктивных движений, выходящих из начальной позиции 
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Известно [1], что 
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Определение 7. Будем говорить, что набор позиционных стратегий 
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 всех игроков является равновесным по Нэшу, если при всех 
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для любых
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4. Построение позиционного равновесия

Позиционные равновесные стратегии будем строить в форме экстремального прицеливания на подходящий стабильный мост.
Определение 8. Пусть 
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Будем говорить, что набор позиционных стратегий 
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)

(

)

(

)

(

)

00

,,,,min.

wWt

stxxxtxxxtxxw

Î

=--=-


Полагаем
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Рассмотрим множества 
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 вытекает справедливость следующего утверждения.
Лемма 1. Для всех позиций
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Обоснованием алгоритма построения равновесного набора позиционных стратегий служат две теоремы.
Теорема 1. Для всех позиций
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 справедливо включение
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Теорема 2. Для всех позиций
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Доказательство теоремы 1 следует непосредственно из книги [1], а теоремы 2 – из леммы 1 и книги [1]. Из условия (5) вытекает, что 
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для любых 
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Тогда
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для любых 
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Аналогично, из условия (6) вытекает,  что 
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Тогда
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для любых 
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Таким образом, из соотношений (7),(8) следует, что набор позиционных стратегий 
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 всех игроков, экстремальный к множеству 
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, будет равновесным по Нэшу для каждой начальной позиции 
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5. Модельный пример
Рассмотрим дифференциальную игру трех лиц. Динамика игры описывается системой дифференциальных уравнений.
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где              
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Здесь 
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, а целевые множества игроков задаются формулами
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Расположение целевых множеств на плоскости показано на рис. 1.
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Для произвольного начального положения 
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 найдем программное равновесие в этой игре.

Заметим, что здесь
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Строим фундаментальную матрицу Коши 
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и вычисляем
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Определим функцию 
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(9)
Вычисляем следующие выражения:
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Полагаем
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С учетом формул (10) выводим
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Для начальной позиции 
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 вектора 
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Подставим вектора 
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 в выражения (9). В результате получим набор равновесных программных управлений. Проинтегрируем дифференциальные уравнения динамики движения точки с полученными управлениями. Траектория движения точки в плоскости 
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рис. 2.
Рис. 2
Рис. 2

При этом выполняются равенства


[image: image189.wmf]0(1)0(2)0(3)0

1100

((1),)(,,,,)12,1314

xMFtxlll

r

==

,

[image: image190.wmf]0(1)0(2)0(3)0

2200

((1),)(,,,,)8,37248

xMFtxlll

r

==

,

[image: image191.wmf]0(1)0(2)0(3)0

3300

((1),)(,,,,)12,2056

xMFtxlll

r

==

.


Следуя рецепту предыдущего пункта, построим позиционный набор равновесных по Нэшу стратегий.

Полагаем 
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Тогда стратегия 
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го игрока, найденная из условия экстремального прицеливания на это множество, имеет вид
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если 
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 и произвольный вектор из множества 
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 в противном случае. Здесь
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Движение 
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, порожденное построенным равновесным позиционным набором стратегий, будем аппроксимировать ломанными Эйлера 
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, отвечающими разбиениям промежутка времени управления на 
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100, 200, 500 и 1000 полуинтервалов. 
Степень несовпадения ломаной Эйлера и движения
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характеризует величина
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	Количество разбиений отрезка 
[image: image204.wmf][

]

0,1


	Величина несовпадения
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которая, как видно из таблицы, убывает с ростом числа разбиений отрезка 
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 выбираются случайным образом. В результате получим
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Из приведенных данных видно, что в соответствии с утверждением теоремы 2 игрок-уклонист ухудшает величину своей платы. 
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